9 Kombinatorika, teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika

Ten, kdo argumentuje primérnym platem, je s velkou
pravdépodobnosti vysoce nadprimérny vl s hluboce
podprimérnym vzdélanim

(Miloslav Druckmiiller)

9.1 Kombinatorika

Kombinatorika je matematicky obor, ktery studuje vlastnosti kone¢nych mnozin
a uspofadanych £ -tic, kde k& € N. Opira se o dvé zakladni pravidla:

Pravidlo souctu: Necht mnoZina 4, obsahuje n, prvkl, mnoZina A4, n, prvki,..., mnozina
A, n, prvkl, mnoziny 4,, 4,, ..., 4, necht jsou po dvou disjunktni, tj. pro kazdé i, j =1,...k

k
je i#j=> A NA =0. Pak potet viech prvkii mnoziny A4 U4 u..u4, =|]4 je

i=1

k
n=nAn, +.otn o=y o0
i=1

Pravidlo sou¢inu: Necht mnozina 4, obsahuje », prvkl, mnozina 4, n, prvku,..., mnozina
A, n, prvki. Pak podet vSech uspofadanych k-tic [a;;a,;...;a, ], kde a, € 4,; a, € 4,; ...;
k

a, €A, ,jen=n-n,-....n, = Hni ( pozn.: podet prvkit mnoziny 4 zna¢ime vétsinou |A4|).
i=1

A €2 | 1. Priklad: Uréeme pocet prvki mnozin 4—B; B—A.

Reseni: Mnozinu A lze zapsat jako sjednoceni dvou disjunktnich
mnozin 4 =(4—-B)u(4n B) (viz pfipojeny Vennlv diagram), je
B-4 proto |A|=|A—-Bl+|4NBl, odtud |4—Bl=|41-|4~Bl.

B | Podobng B=(B-A)U(ANB) = |Bl=|B—dl+|4nBl =

A-B

|B—4l=|Bl-14nBl.

2. Priklad: Urceme pocet prvkti mnoziny AU B, je-li ANB# .

Reseni: Mnozinu 4 U B lze zapsat jako sjednoceni ti disjunktnich mnozin:
AUB=(A-B)u(ANnB)U(B-A),

(viz op€t Venniv diagram). Je tedy
|AUBl=|4-Bl+|4nB|+|B- 4|

Protoze v§ak |A—Bl=|4|-|ANBl; |B—Al=|Bl-|4nB| (viz ptedchozi piiklad), je
|4 Bl=|4l-|4n Bl+|4n Bl+|Bl-|4~BI,

tedy |Au Bl=|4+|B|-|A~Bl.

3. P¥iklad: Sestnact fotbalovych muZstev hraje ligu systémem kazdy s kazdym dvé utkani
(doma a venku). Kolik utkéni bude celkem odehrano?
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ReSeni: Mnozina vSech utkani A je sjednocenim po dvou disjunktnich mnozin
16

A=4 VA4, U..U 4, :UAi, kde 4, je mnozina vSech domdcich utkani i-t¢ho muZzstva.
i=1
Kazdd mnoZina 4, ma 15 prvkil. Podle pravidla souctu tedy je

|4 =IZ6“|A,.| =IZ6“15 =16-15=240.

i=1 i=l1

4. Priklad: Z celkového poctu 1326 studentd 1. rocniku Fakulty strojniho inzenyrstvi
v Brné udélalo zkousku z matematiky 952 studentt, z fyziky 987 studentti, obé zkousky ma
874 studentd.

a) Kolik studentii neud¢€lalo zkouSku z matematiky?

b) Kolik studentti neudélalo zkousku z fyziky?

¢) Kolik studentt ud€lalo zkouSku z matematiku a neudélalo zkousku z fyziky?
d) Kolik studenti udélalo zkousku z fyziky a neudélalo zkousku z matematiky?
e) Kolik studentti neudélalo ani jednu zkousku?

Reseni: Univerzalni mnozinou Q je v naSem piipadé mnozina viech studentt 1. roéniku FSI,
tj. 1Ql=1326. Mnozinu viech studenti, kteii udélali zkousku z matematiky, oznaéme M , je
|M| =952, mnozinu vech studenttl, kteii udélali zkousku z fyziky, oznaéme F , je |F|=987.
Dale je [M N F|=874. Je tedy:

a) [Q-M|=1Ql-1QnM|=|Q|-|M|=1326-952=374
b) Q- Fl=1Ql-lQnF|=IQl-|F|=1326-987 =339

viz kpt. 1.2. pF. 1.a) viz kpt. pF. 1. této kpt.
¢) IMnF = \M - F| = |M|=|M ~F|=952—-874="78
d) |FAM|=|F-M|=|F|-|F nM|=987-874=113 %)
&) - (M U F)| =10l -Ib1 U Fl= 261
M F

=10l -(IM|+|F|-IM A FI|) =

=|Ql-IM|-|F|+IM N F|= 78 113
=1326—-952-987 +874 =261

Na pfipojeném obrazku je celé feSeni ,,rozkli¢ovano®.

5. Priklad: V prvnim osudi je 12 ¢ervenych mickt, ve druhém 14 zelenych a ve tietim 10
modrych. Jednotlivé micky v osudich jsou rozliSeny (napt. oc¢islovany). Z kazdého osudi
vybereme jeden micek. Kolika zptsoby lze vybér provést?

ReSeni: Jednotlivd osudi piedstavuji mnoziny A4 ;A4,;4,, vybér pak uspofadanou trojici

[a;a,5a,];kde a, € 4;;a, € 4,;a, € 4,. Podle pravidla sou¢inu je t&chto trojic
n=12-14-10=1 680

V tadé aplikaci hraje dilezitou roli tzv. ptihradkovy princip.

Prihradkovy princip: Necht mnozZiny 4,, 4,, ..., 4, jsou po dvou disjunktni, tj. pro kazdé

L,j=lL..k je i#zj=>A4nNnA4 =0, mnozina A4 je jejich sjednocenim, ftj.

A=4 VA4, V..U 4, = OAi . Ma-li mnozina A vice nez k prvki (tj. | Al > k), pak alespon

i=1

jedna z mnoZin 4,, 4,, ..., A, ma vice nez jeden prvek.
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MnoZina A4 zde predstavuje skiinku s &k zasuvkami A4, 4,, ..., A,. Mame-li do téchto

zasuvek rozdelit vice nez k predmétil, pak alesponn do jedné zasuvky musime dat nejméné
dva pfedméty.

6. Piiklad: Clovék ma na hlavé nejvyse 500 000 vlasi.. Dokazte, Ze alespoii dva obyvatelé
Prahy maji stejny pocet vlasu.

ReSeni: Mnozina A je mnozina viech obyvatel Prahy, podet jejich prvki je pres milion.
VSechny tyto obyvatele rozdélime do skupin - mnozin 4; 4,; 4,;...; 4, podle poctu vlast - 4,
uplné plesati, 4, s jednim vlasem, atd. Protoze nejvyssi mozny pocet vlasti je 500 000, je
k <500 000, maximalni pocet skupin je tedy 500 001. Mame-li do téchto skupin rozdélit
pies milion lidi, musi podle ptihradkového principu alespon jedna skupina obsahovat nejméné
dva lidi - tj. nejméné dva lidé maji stejny pocet vlasti (do ,,jiz obsazenych* skupin je tieba
pridat dokonce nejméné ptl milionu lidi ).

Permutace z n prvkii: je kazda uspofadand » -tice sestavena z n prvku.
Jinymi slovy: Permutace z n prvki je libovolné uspotfadani » -prvkové mnoziny.

7. Priklad: Je dana mnoZina A4 = {1;2;3} . Jejimi permutacemi jsou uspotradané trojice
[12;3];5 [1;3:2]; [2:1;3]5 [2;3:1; [3;1;2]; [3:2:1].

V ptedchozim ptikladé¢ jsme vypsali vS§echny permutace tfiprvkové mnoziny A (téchto
permutaci je Sest). Ur€eme pocet vSech permutaci obecné n prvkové mnoziny. Predstavme si
skupinu n studentdl, jejichz usporadéani je uréeno rozesazenim v ucebné s n misty. Studenti
postupné prichédzeji a usedaji v u¢ebné. Prvni ptichozi ma na vybér n mist, druhy jiz jen n—1
mist, tfeti n—2 mist atd., posledni ma pak na ,,vybér* posledni misto, které zbylo. Mnozinu

vSech mozZnych vybérli prvniho studenta ozna¢me 4, (ta ma n prvkd); mnozinu vSech
moznych vybért druhého stdenta A4, | (ten vybird z n—1 mist),..., mnoZzina vSech "vybéra"
posledniho studenta je pak 4,. MnoZina 4, ma zieymé n prvkl, 4,, n-1 prvkl ,.., 4 ma

jediny prvek (posledni student jiz obsadi misto, které na n¢j zbude). Oznacime-li pocet vSech
moznych rozesazeni (permutaci) n studentti P(n), je podle pravidla sou¢inu

P(n)=|A4,||4,. |4, || 4] |4 =n- (=D (n=2)-...- 21

n—1

Toto Cislo se v aplikacich vyskytuje velmi ¢asto a nazyvame ho faktorial:

Faktorial: Faktoridlem z pfirozeného ¢isla n > 0 rozumime ¢islo
nl=n-(n—-1)-(n-2)-...-2-1

Pro zjednoduseni mnoha zapist je ucelné definovat faktorial i pro nulu: 0!=1.

Pocet permutaci n prvkové mnoziny je tedy

8. Priklad: Kolik rliznych péticifernych Cisel mizeme sestavit z cifer 1;2;3;4;5, jestlize se
7adna cifra nema opakovat?

Reseni: Kazdé takové &islo predstavuje permutaci péti prvki. Téchto permutaci je

51=5-4.3-2-1=120.
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9.Priklad: Kolika zplGsoby je mozno rozesadit Sedesat studentli na Sedesat mist v poslu-
charng?

ReSeni: Téchto permutaci je
60!=60-59-58-....-2-1~ 832-10"

(to je obrovské Ccislo. Jeden z moznych modeltt vesmiru tvrdi, Zze pfiblizné tolik je
elementarnich ¢astic v celém vesmiru...)

10. Priklad: Vypoctéme:

| -15-14!
A I [ E S E TS
14121 1412-1
py 21 21:20:19! _ 21-20-19!  21:20 _ 420

20-19! 20-19-19! 19:(20—-1) 19 19
(n+2)! (n+2)(n+1)n!

) o ] =n+2)(n+1)=n"+3n+2
d) (n+4)! (m+2)! _ (n+4H)n+3)(n+2)! (n+2)(n+D! _
(n+2)! (n+1)! (n+2)! (n+1)!

=m+dHn+3)—-n+2)=n*+Tn+12-n-2=n"+6n+10

Variace k-té tridy z n prvkia: Vratme se k naSemu modelovému piikladu s obsazovanim

ucebny. Pfedstavme si podobnou situaci: studenti maji obsazovat u¢ebnu s n misty, ale je jich

méné nez n — dejme tomu k, tedy k£ <n. Ti maji postupné na vybér: prvni n mist; druhy

n—1 mist; tteti n—2;...; k-ty pak n—(k—-1)=n—k+1 mist. Ozna¢ime-li V(k,n) pocet

moznych rozesazeni - variaci & -té tfidy z n prvkd, je podle pravidla soucinu
Vik,n)=n-(n=1)-(n=2)-....-.(n—k+1).

Tento vztah se vétSinou rozsifuje vyrazem (n—k)!:

n-(n=1)-n=2)-....-(n—k+1)-(n—k)!

V(k,n)= o

a uvadi se tedy ve tvaru

n!

(n—k)!

Vk,n)=

11. Priklad: Pfi cvicenich z matematiky obsazuje studijni skupina jedenadvaceti studentl
ucebnu, ve které je pétadvacet mist. Kolika zptisoby se mohou posadit?

ReSeni: Mame uréit podet variaci jedenadvacaté t¥idy z pétadvaceti prvki. Podle predchozi
uvahy je
! !
V(21,25) _ 2 2 646107
(25-21! 4!
Kombinace k-té tiidy z n prvki: Resme obecn& ulohu, kolika zpiisoby je mozné vyplnit
sazkovy tiket, ktery obsahuje n ¢isel, mame-li zaskrtnout praveé k cisel (i zde je pochopitelné
k <n). Na prvni pohled je situace stejnd, jako pii obsazovani u¢ebny — k kiizky postupné
»obsadime* n Cisel. Je zde vSak podstatny rozdil. Pfi obsazeni u¢ebny jsme rozliSovali nejen
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to, kterd mista jsou obsazena a ktera ne, ale také potradi studenti na obsazenych zidlich - zda
Petr sedi u okna a Pavel u dvefi, nebo zda je to naopak. Na vyplnéné sazence je jedno, zda
jsme zaSkrtli nejprve dvojku a potom dvanactku, ¢i naopak. Zde nerozliSujeme potfadi vybéru.
Vybér k prvki z n prvkové mnoziny bez ohledu na potfadi vybéru (tj. vlastné libovolnou
k prvkovou podmnozinu n prvkové mnoZiny) nazyvame kombinaci k -té tfidy z n prvki.
Pocet téchto kombinaci oznacujeme K(k,n). Pokud bychom rozliSovali poradi zaskrtavani
¢isel, pocet moznosti bude dan opét poctem variaci k -té tiidy z n prvkd. Nechceme-li potadi
rozliSovat, musime vSechny piipady, které se lisi jen pofadim vybéru, prohldsit za piipad
jediny. Protoze vybirame k prvki, je pocet piipadu, které se 1isi jen pofadim vybéru, rovno
poctu permutaci z k£ prvki, tj. k!. Pravé tolikrat bude méné moznosti. Plati tedy:

K(k,n) = V(’; "”)

neboli

K(k,n)=

n:
(n—k)k!|

Toto ¢islo hraje opét dulezitou roli v fad€ aplikaci. Nazyva se kombinac¢ni ¢islo a Casto se
znaci

n! n
W:(kj (éteme n nad k)
n—kKk)Kk.

12. Priklad: Kolika zplisoby lze vyplnit sdzenku s devétactyticeti Cisly, mame-li zaskrtnout
Sest ¢isel?

ReSeni: Podle piedchozi Gvahy mame urit podet kombinaci Sesté tiidy z devétaltaticeti
prvkd, tj.

! ! 48 -47-46-45-44 - 43)
K(6,49) = 49! 491 49-48-47-46-45-44-43]

oG- Be - 65.432m - 94T4612:11= 13983816

Nékteré vlastnosti kombinaénich ¢isel (predpokladame n,k € N;k <n):

ny '  nl  nm@-1
1) (n-D1N!' (m-1)! (n-1)!

| | |
n n! n! _n._1

0) (n-0)10! nk0! n!

n n! n! n!

n) (n-m)in! Oln! n!

no n! B n! (n
n-k) m-m-k)n-k)! kln-k)! \k

n no\ n! n! B n! n! B
k}{kﬂ]_(n—k)!k!+(n—k—1)!(k+1)!_(n—k)-(n—k—l)!k!+(n—k—l)!(k+1)-k!_
kD +nt(n—k) (k+1+n—k)-n!  (+D)ent
=k (n—k-Drk+1) k! (n—k)-(n—k=D'k+1)-k! =k k+1)!

(n+1)! _(n+l
[(n+D)—(k+ D]+ (k+1)! (k+1)
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Shrnuto: pro kazdé n,k € N;k < n plati

BE

n N noy n+l
k) \k+1) \k+1
13 Priklad: Vypoctéme:

n! N ny  n! N n!  2m-2n+n! (2n-4+Dn!
n=3)! \2) (=3 2(n-2)! 2(n-2)n-3)! 2(n-2)n-3)!

a)

_2n=-3)n(n-1)(n-2)!" n(2n-3)(n-1)
- 2(n-2)! - 2

oG 8 G5 (65 ()

¥ )

14 P¥iklad: Re$me rovnici:

(x—lj (x—2j
+ =4

x=2 x—4
(x—=1)! N (x—2)! 4

[(x=D=-(x-2N(x-2)! [(x=2)-(x—D(x—4)!

(x-1)! N (x—2)! 4

I(x=2)! 2U(x—4)!
(x—l)(x—2)!+(x—2)(x—3)(x—4)!=4

(x—2)! 2(x—4)!
o 83,

2
2x—2+x"-5x+6=8
x*=3x-4=0

x, =4;x, =-1.

Z nalezenych kotfenit vyhovuje jen prvni z nich, nebot’” zadanou rovnici lze feSit pouze pro
xeN;x>4.

NereSené tlohy:

Upravte:
n! (n+1)! 11

b (n=2)! 3 (n=1)! R (n+1)!

2) (n+'1)! %) n! +(n+1)! 6 (n+D!  n!
n! (n—=D! (n-2)! n! (n—1)!
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Vypoctéte
12 12
7) +
3 4
10) Reste rovnici
x—1 x—=2
+ =9
x-=3 x—4
11) Deset Sachistt hraje turnaj systémem kazdy s kazdym jednu partii. Kolik partii bude na
turnaji odehrano?

o (2}(5)

12) Monitor pocitae pracuje v barevném systému RGB — vSechny barvy jsou michany
z Cervené, zelené a modré slozky, ptfic¢emz kazda slozka ma k dispozici 1 byte paméti, tj. 256
hodnot.

a) Kolik barev je na tomto monitoru k dispozici?

b) Na tomto monitoru prohlizime obraz s rozliSenim 5 000x4 000 pixeld (obrazovych
bodl). Dokazte, ze v tomto obraze existuji alesponl dva pixely obarvené stejnou barvou!

13) Kolik riiznych fotografii Ize teoreticky pofidit digitalnim fotoaparatem s rozliSenim dva
megapixely? (fotoaparat pracuje v reZimu RGB z ptedchoziho piikladu)

14) Uvazujme ctyicifernd Cisla, jejichZ cifry ur€ujeme hodem hraci kostkou. Kolik takovych
Cisel existuje?

15) Hézime desetkrat minci. Padne-li orel, piSeme jednicku, padne-li panna, piSeme nulu.
Kolik raznych ¢isel mizeme timto zptisobem napsat?

16) Sestavte péticiferné ¢islo, jehoz prvni cifra je licha, druha suda, tieti délitelna Sesti, ¢tvrta
vEtsi nez tii a patd libovolna. Kolik feSeni ma tiloha?

17) Kolika zptsoby je mozno rozmichat balicek dvaatticeti karet?

18) Kolik raznych ctytuhelnikii je mozné sestrojit, vybirdme-li jejich vrcholy z jedendcti
ruznych bodi, z nichz zadné tii nelezi na jedné ptimce?

19) Kolika ptfimkami lze spojit deset bodd, jestlize pravé tfi z nich lezi na jedné piimce?
Vysledky

1) n(n-1) 2) n+13) n(n+1) 4) n’ 5) L
(n+1)!

12) a) 16 777 216 b) pouzijte piihradkovy princip - na obarveni 20 000 000 pixeld mame

6
16 777 216 barev 13) 16777216>1% 14) 1296 15) 1024 16) 3 000 17) 32!~ 2.6-10%
18) 330 19) 43

6) n 7) 715 8) 165 9) 16 10) 5 11) 45
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9.2 Binomicka véta

Pfi umocnovani dvojélenu (binomu) na 7 -tou (n € N)) Ize pouzit binomickou vétu:

n __ _n n n—1 n n-212 n n—k 1.k n n—1 n
(a+b)' =a" + . a” b+ 5 a”bhm+..+ ‘ a'bh +.. | ab" +b
n_

(a+b)' = i(:ja”kbk .

k=0

neboli

1. P¥iklad: Umocnéme (a + b)’.
Y , 5 5 5 4 5 312 5 213 5 4 5
ReSeni: (a+b) =a’ + a'b+ ab + ab + ab” +b =
1 2 3 4
=a’ +5a*b+10a’b* +10a°b’ + 5ab* + b’
2. Piiklad: Umocnéme (2m’* +3n°)’.

Reseni: Dosazenim a = 2m*; b =3n* do predchoziho piikladu dostaneme:

Qm* +3n’) =2m*)’ +5-Q2m*)* -3n’)+10-2m*) - (3n’)* +10-2m*)* - (3n’)’ +
+5-2m*) -3’ +(3n’)’ =32m"" +240m"n’ + 720m°n’® +1 080m*n’ +810m°n"* + 243n"

Velmi Casto potiebujeme z celého binomického rozvoje jen k -ty Clen:

Ak — n an—k+lbk—l ]
k-1

3. Priklad: Urgete tieti ¢len rozvoje vyrazu (1-2a)’.

9 5
ReSeni: 4, = [2]~13 (=2a)* =404’

10
4. Priklad: Urcete x tak, aby sedmy ¢len rozvoje (\/; ~i32 ) byl roven ¢islu —8,4.

- 10 4 !
ReSeni: Mame A, = ( ) ] (Vx) - (=32) = %xz -4 = —840x°
~840x> =-8,4
tedy
X, =%0,1

Vzhledem k tomu, Ze \/x v zadéni je ziejmé realnd, vyhovuje pouze x =+0,1.
NereSené tlohy:

1) Umocnéte a) (2+a)® b) 1-1)"

2) Urdete desaty ¢len rozvoje mocniny (1—x°)"

10
3) Urcete Cislo x, je-li desaty Clen rozvoje (%/; —iif3 ) roven 5 670.
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11
4) Urcete Cisla x;y, jejichZ rozdil je x—y :% a pro néz je osmy c¢len rozvoje (4/; +Z/; )
je 990.

Vysledky
1) a) 64+192a+240a” +160a’ +60a”* +12a” +a® b) -32i  2) —220x"* 3) 5670
4) x=2;y=1.5

9.3 Zaklady teorie pravdépodobnosti

V ptirodnich a technickych védach provadime experimenty, které pii zachovani stejnych
podminek vedou ke stejnému vysledku. Upustime-li kamen z vysky 47 =4,9 m v misté, kde je
gravitaéni zrychleni g=9,8 ms™, dopadne vzdycky za jednu sekundu. Shoti-li dva gramy
vodiku, dostaneme vzdy 18 gramil vody. Ve vyzkumu i béZném zivoté se vSak setkdvame
s pokusy, které i pfi dodrzeni stanovenych podminek mohou vést k riznym vysledkim.
Hodime-1i dvakrat po sobé hraci kostkou, dostdvame vétSinou dva rizné vysledky, 1 kdyz
jsme hodili ,,apln¢ stejné*. Projde-li vystupni kontrolou sto bezvadnych vyrobkt a sto prvni
bude vadny, pak dalsi vadny vyrobek sotva bude vyrobek ¢islo 202, ale mozna 194, nebo 205,
nebo také 729 (nebo mozna uz vibec zadny). Tyto jevy jsou dany ptisobenim nékolika (n¢kdy
velmi mnoha) vlivil, jejichz ptesny popis neni prakticky proveditelny. Proto jsou vysledky
konkrétnich pokust (jednoho hodu kostkou, vadnost ¢i bezvadnost konkrétniho vyrobku)
nepfedvidatelné. Souhrnu prakticky neptedvidatelnych a nepopsatelnych vlivii fikdme
nahodné vlivy nebo strucné nahoda. Pokus, ktery probihd za stejnych popsatelnych
podminek, ale pfesto ma ,,nejisty” vysledek vlivem néhody, nazyvame nahodny pokus.
I kdyz jednotlivé vysledky ndhodného pokusu nelze predpovédét, presto se v nich objevuji
jisté zdkonitosti, které lze matematicky popsat. Timto matematickym popisem se zabyva
teorie pravdépodobnosti.

Predev§im je nutno matematicky popsat mnozinu vSech moznych vysledkii ndhodného
pokusu. U hodu hraci kostkou to bude mnozina Sestiprvkova, nejlépe mnozina
0 ={1,2,3,4,5,6}. U vystupni kontroly mnozina dvouprvkova Q = {vadny;bezvadny}; pii
hodu jednou minci opét dvouprvkova Q = {panna;orel} (v podobnych piipadech je mozné
vzit samoziejm¢ mnozinu Q = {0,1}). Pfi hodu kostkou vSak mohu ocekévat nejen konkrétni

¢islo, ale také jiny vysledek. Jestlize se se mnou né¢kdo vsadil, ze hodi Sestku, a tudiz oc¢ekava,
ze Sestku hodi, pak ja ocekavam, ze Sestku nehodi, tj. jako ,,vysledek™ pokusu ocekavam, ze
padne nékteré z Cisel 1,2,3,4,5 — tedy vlastné podmnozinu ptislusné mnoziny Q. Libovolna
podmnozina mnoziny € reprezentuje (nahodny) jev — tvrzeni o vysledku pokusu. Pii hodu
kostkou napt. mnozina A4 ={2,4,6} reprezentuje jev ,,padne sudé ¢islo*, mnozina B = {0} pfi
vystupni kontrole reprezentuje jev ,,vyrobek je vadny“. O tomto tvrzeni lze (po provedeni
pokusu) rozhodnout, zda je pravdivé — jev nastal anebo nepravdivé — jev nenastal. Jev
»padne sudé¢ ¢islo™ 1ze popsat pomoci jevi ,,jednodussich™ — lze fici ,,padne dvojka, ¢tverka
nebo Sestka“. Jev ,padne Sestka®“ jiZz takto ,rozlozit nejde”. Tyto jevy (jednoprvkoveé
podmnoziny mnoziny ) nazyvame elementarni jevy. Specidlnimi jevy jsou jev jisty (jev
reprezentovany celou mnozinou €2) a jev nemozZny (jev reprezentovany prazdnou
mnozinou).

Reprezentace ndhodnych jevii mnozinami je zvlasté ndzorna v nasledujicim ptiklad¢:
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1. Priklad: M¢éjme Vennliv diagram pro dvé mnoziny, ktery je

A Q pouzivan jako ter¢ pro vrhani Sipek. Jev A pak znamena
I 7 oo . v v 7 v v .
h »zasahnu mnozinu A4 (zde je tieba prepokladat, ze terC je
. dostatecné velky a kazdym hodem zasdhnu alespoii mnozinu
L1
fi r: \‘\\ Q)
11
7 | Lze-li jevy vySe uvedenym zpiisobem reprezentovat mnozinami,
o 7 . ., . , g ) ,
*“«g’ pak na jednotlivych jevech lze zavést zndmé mnozZinové vztahy
B | operace:

() | Sjednoceni jevii 4, B je jev AU B, ktery nastane prave tehdy,

B kdyz nastane jev A4 nebo jev B. (Hraci kostka: jev ,,padne Cislo
4 mens$i nez Sest” je sjednocenim jevi ,,padne liché ¢islo* a jevu
,padne dvojka nebo ctverka®. Zasahy terCe: zasahnu obraz
mnoziny AU B, tj. Srafovanou oblast).
Prinik jevi A, B je jev AN B, ktery nastane pravé tehdy,
Ac— R kdyz nastanou soucasné jevy A, B (jev ,,padne dvojka“ je

prinikem jevl ,,padne sudé Cislo*“ a ,,padne ¢islo menSi nez
() | Ctyfi“. Zéasahy terce: zasdhnu obraz mnoziny AN B, tj. dvojité
A Srafovanou oblast).

B Opacny jev k jevu A je jev A', pro ktery plati 4'=Q— A4
(Hraci kostka: opaény jev k jevu ,,padne liché cislo®“ je jev
»padne sudé Cislo“. Zasahy terCe: opacny jev k jevu ,,zasahnu
obraz mnoziny A“ je ,,zasdhnu obraz mnoziny A' — dopliku
ANB=C mnoziny A%, jev opaény k jevu AUB je ,zasdhnu
nesrafovanou oblast®).
A Q

Jev 4 je podjevem jevu B (A< B) pravé tehdy, kdyz jev B
nastane vzdy, kdyz nastane jev A4 (Hraci kostka: jev ,,padne
dvojka® je podjevem jevu ,,padne sud¢ Cislo“. Zasahy terce: Jev
»zasahnu A4 je podjevem jevu ,,zasdhnu B ).

OB Neslucitelné jevy: Jev A je neslucitelny s jevem B prave
tehdy, kdyz 4" B =0 (Hraci kostka: jev ,,padne sudé ¢islo* je
neslucitelny s jevem ,padne liché Cislo“. Zasahy terce: jev
»zasahnu A “ je neslucitelny s jevem ,,zasédhnu B *)

Pravdépodobnost: Nékteré ndhodné jevy nastavaji Castéji nez jiné, tfikdme, Ze jsou
pravdépodobnéjsi. Pravdépodobnost je ohodnoceni jevu realnym cislem, které je tim vétsi,
¢im vétsi ,,nadéji na Gspéch* jev ma. Ocekavam-li pii hodu kostkou Sestku, mam mensi nadéji
na uspéch nez kdyz ocekavam libovolné sudé ¢islo. Hazim-1i do terce na poslednim obrazku,
mam véEtsi nadéji, ze trefim mnozinu 4, nez kdybych mél trefit mnozinu B .

V matematice nazyvame pravdépodobnosti kazdé ohodnoceni ndhodného jevu, které ma
nasledujici vlastnosti:

1. Ohodnoceni (pravdépodobnost) kazdého jevu je nezaporné (tj. vétsi nebo rovno nule).

2. Ohodnoceni (pravdépodobnost) jistého jevu je rovno jedné.

3. Ohodnoceni (pravdépodobnost) sjednoceni dvou neslucitelnych jevi je rovno souctu
ohodnoceni (pravdépodobnosti) téchto dvou jevi.
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Konkrétni zavedeni pravdépodobnosti zavisi na tom, zda mnozina elementarnich jeva je
kone¢na nebo nekoneCna. Hazime-li hraci kostkou, je mnoZina elementarnich jevi
Sestiprvkova (tedy konecnd). Hazime-li Sipkou do terCe, je mnozina elementarnich jevl
nekonecnd. Elementdrnim jevem je totiz zdsah jednoho konkrétniho bodu a téchto bodi je na
ter¢i nekone¢né mnoho. Hazim-1i hraci kostkou a neSvindluji (napt. tak, ze kostku pouStim
zmalé vysky stile na tutéz sténu), maji vSechna cCisla stejnou nadéji na Gspéch (musi mit
stejnou pravdépodobnost). Jedna se o Sest neslucitelnych jevii — pravdépodobnost jejich
sjednoceni je souctem Sesti stejné¢ velkych pravdépodobnosti (bod 3). Sjednocenim téchto
jevu je jev jisty, ktery musi mit pravdépodobnost rovnu jedné. Soucet Sesti stejnych Cisel ma
byt jednicka, pravdépodobnost elementarniho jevu je tedy jedna Sestina, Pravdépodobnost
sjednoceni Ctyt elementarnich jevl (napf. padne Cislo mensi nez pét) jevu jsou Ctyii Sestiny
atd. Podobnou uvahu bychom mohli zopakovat u fady dalSich ptipadi. V nich mzeme
definici pravdépodobnosti vyslovit ponékud konkrétnéji:

Je-li mnozina v§ech vysledkii nahodného pokusu konecna a elementarni jevy jsou stejné
mozné, pak pravdépodobnost jevu A je €islo
|4
P(A) =T >
Ql
kde |Q| je poget prvkii mnoziny Q (tj. poget viech elementarnich jevil) a |4| je podet prvka
mnoziny 4, tj. pocet elementarnich jevi, které jev 4 realizuji (jsou mu piiznivé).

1.Priklad: Jak4 je pravdépodobnost, ze pii hodu hraci kostkou padne liché ¢islo a ptitom
nepadne jednicka?

Reseni: Podet elementarnich jevi (moznych vysledki) je Sest, piiznivé jevy jsou dva (nas jev
realizuje padnuti trojky a pétky). Je tedy

4 2 1

ol 6 3

V pfipadé ndhodného zasahovani tere je pravdépodobnost zdsahu pifimo meérna obsahu
utvaru, ktery mame zasdhnout. Je ji mozno definovat jako pomér ploSného obsahu
zasahovaného utvaru a plosného obsahu celého terce. V prikladech se budeme vénovat jen
pripadiim, kdy mnozina vysledkl pokust je kone¢nd. Ptiklad s teréem nam poslouzil pro svoji
nazornost pfi objasiiovani mnoZinovych operaci s jevy. JeSté se vSak o ném zminime pfi
objasnovani nékterych vlastnosti pravdépodobnosti, které se ponc¢kud vymykaji bézné
zkuSenosti.

P(A4) =

2.Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu dvéma kostkami padne na obou kostkach
sudé ¢islo?

ReSeni: Poget viech moznych vysledktl uréime podle kombinatorického pravidla souéinu:
Oznac¢ime €2, mnoZinu vSech vysledkll prvni kostky, Q, mnozZinu vSech vysledkli druhé
kostky, pak mnozina naSich vysledki bude mnoZzina vSech uspotadanych dvojic [a;b], kde
aeQ,; beQ,. Podle pravidla sou¢inu je téchto dvojic |Qf = |Ql| : |Qz| =6-6=36. MnoZinu
vSech piiznivych vysledki miZzeme v tomto pfipad¢ urcit podobnym zplisobem: MnoZina 4,
vSech ptiznivych vysledkl na prvni kostce je tfiprvkova, rovnéZ mnoZzina 4, ,,pfizniva“ na
druhé kostce ma tii prvky. Pocet prvki mnoziny A4 vSech ptiznivych vysledki je tedy v tomto
4 9 1

piipads |4l = |A1 | . |A2| =3-3=9 ahledana pravdépodobnost je P(A4) = H = I = 7
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VSimnéme si: Pravdépodobnost, Ze sudé Cislo padne na prvni kostce, je P(4,)=0,5,
pravdépodobnost, Ze totéz nastane na druhé kostce, je P(4,)=0,5. Pravdépodobnost, Ze sudé
¢islo padne na obou kostkdch soucasné, je P(A)=0,25. V tomto piipadé¢ tedy je
P(A)=P(A4))-P(4,). V ptipadé hodu dvéma kostkami je mozno jev 4, formulovat takto
,»na prvni kostce padne sudé, na druhé libovolné®. Podobné 4, : ,,na druhé kostce padne sudé¢,
na prvni libovolné*. V tom piipad¢ je ovSem A = 4, M 4, a lze tedy psat

P(Al mAz):P(Al)'P(Az) .

Tento vztah plati ovS§em pouze v ptipad¢, ze vysledky pokusii na sob€ nejsou zavislé. Kostky
0 sob¢ navzijem ,,nevédi“. Takové jevy nazyvadme jevy nezavislé. Jinymi jevy se v tomto
textu zabyvat nebudeme.

3.Priklad: Jak je pravdépodobnost, ze
a) pfi hodu dvéma kostkami padne soucet pét;
b) pii hodu tfemi kostkami soucet jedenact;
¢) pii hodu tfemi kostkami soucet dvanact.

li{eéeni:

Casté chybné reSeni:

a) Pocet viech moznych vysledki je |Qf = 36.

Soucet pét dostaneme, padne-li jednitka a &tverka nebo dvojka a trojka. Je tedy |4l=2;
a2 1

o 36 18

b) Pocet viech moznych vysledki je |Ql=6-6-6 =216, souétu jedenact je piiznivych Sest
vysledki: A =443 A, =452 A4 =461 A, ={551; 4, =1{53;3};
a6 1

ol 216 36

¢) I zde je |Q/=6-6-6=216, souet dvanact opét realizuje Sest trojic: A4 ={4;4;4};
A, ={453); A, =1{4;6,2}; 4, =1{5,52}; 4, =1{56;1}; A, =1{6;3;3}. Je tedy opét |4]|=6;
4 6 1

[ 216 36

P(A) =

A, =1{6;3;2}. Je tedy |4l =6; P(4) =

P(A4) =

Hledané pravdépodobnosti jsou ve skutecnosti vyssi. Chyba spociva v tom, ze na vysledky
pokust je pohlizeno chybné pouze jako na dvojice a nikoliv spravné jako na usporadané
dvojice.

Spravné reSeni:

V piipad¢ a) soucet pét nerealizuji dva, ale Ctyfi jevy, 4 ={[4;1];[3;2];[2;3];[1;4]} . Je totiz
tieba rozliSit napf. dvojice [4;1] - ¢tverka na prvni kostce (kterd miiZze byt napf. ervend) a

[1;4]- &tverka na druhé kostce (kterA miize byt napf. modrd). Mame tedy [4l=4 a
44 1

ol 36 9

b) Podobné zde: soucet jedenéct nerealizuje jen jedna trojice 4;4;3, ale tii uspotradané
trojice [4;4;3];[4;3;4];[3;4;4], uspotadanych trojic s prvky 4;5;2 je dokonce Sest. Na jev
»padly dvé ¢tverky a jedna trojka (bez ohledu na potadi)“ je tedy tieba pohlizet bud’ jako na

P(A) =
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. . . 1 .
sjednocenti tii elementarnich jevl, z nichz kazdy ma pravdépodobnost e nebo prosté jako

na jednu moznost, kterd ma ovSem pravdépodobnost % . Hledana pravdépodobnost je pak

P(A)ZP(A)_ 6+6+3+3+6 27 _

1
216 216 216 216 216 216 216 8

¢) Zcela analogicky je zde

o) = ZP(A)‘ 6 6 3 6 3 25

216 216 216 216 216 216 216

Vlastnosti pravdépodobnosti:

a) Pro pravdépodobnost libovolného jevu A4 je

= r=

Protoze jevy A, A' jsou neslucitelné, je podle 3) P(Au A")= P(A)+ P(A"). Protoze vSak
AU A'=Q, je P(A)+P(A")=P(Q). Podle 2) je vSsak P(Q)=1, tedy P(A)+P(A")=1.
Z toho plyne

b) |P(4) =1-P(4)].

Protoze jev nemozny (<) je opacny jev k jevu jistému (), je podle b) P(D)=1-P(Q),
tedy

0 F@=1

Pozor! Tvrzeni o pravdépodobnosti jistého a nemozného jevu jsou tvrzeni tvaru implikace:
Jestlize A4 je jev nemozny, pak P(A4) =0
Jestlize 4 je jev jisty, pak P(A4)=1.

NemozZnost resp. ,jistota“ jevu jsou postacujici podminkou nulové resp. jednotkoveé
pravdépodobnosti. Nejsou v§ak podminkou nutnou, tj. obracené véty:

Pro¢ tato tvrzeni neplati, objasnime na nasem ptikladu s terem. Zde jsme pravdépodobnost
zasahu oblasti definovali jako pomér obsahu oblasti, kterou médme zasdhnout k obsahu celého
terc¢e. Nahodny pokus bude spocivat v zasazeni bodu. Protoze ,,plosny obsah bodu* je nulovy,
je pravdépodobnost zasazeni pfedem daného bodu nulova. Piesto neni zasah bodu nemozny
(n¢jaky bod dokonce zasahujeme kazdym pokusem). Opacny jev - totiz ze predem dany bod
nezasdhneme, ma pravdépodobnost rovnu jedné, a ptesto to neni jev jisty.

Pro kone&né mmnoziny jsme v kpt. 9.1 ukazali, ze |4 U Bl =|A4l+|Bl-|4~ Bl. Pro nahodné
jevy s konecnym poctem vysledkii musi tedy platit

lAUBl _|4l+|Bl-14nBl |4 |Bl |4~ Bl

P(AUB): = = 4+
(o} 10 ol 1o o

= P(4)+ P(B)— P(BN B).
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Lze ukazat, Ze stejné tvrzeni plati i v ptipad€, Ze mnoZina vSech vysledki neni kone¢na. Plati
tedy obecn¢:

d) |P(4U B) = P(4)+ P(B)— P(AN B)|.

3) Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu Sesti mincemi padnou prave tii hlavy?

Reseni: Kazdy hod minci predstavuje nezavisly ndhodny jev se dvéma moznymi vysledky.

Pii hodu $esti mincemi je tedy moznych |Q| = 2° = 64 vysledkii. Pfiznivy vysledek - pravé tfi

.. . . 6 6!

hlavy ze Sesti - je kombinace tieti tfidy ze Sesti prvki. Je tedy |4l = K(3,6) = (J = 131 =
4 20 5

a P(A) ==
) ol 64 16

4. Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze pti hodu tfemi kostkami nepadne soucet jedenéct?
ReSeni: V ptikladu 3b) jsme spocitali pravdépodobnost jevu A: pfi hodu tfemi kostkami

soucet jedenact padne: P(A)= é Zde uvazujeme jev opacny, jeho pravdépodobnost tedy je

N _1_ — _lzz
P(A)=1-P(4)=1-2=—.

5. Priklad: Jaka je pravdépodobnost vyhry prvni (tfeti) ceny ve sportce?

ReSeni: V piikladu 12 kpt. 9.1. jsme spoéitali, ze viech mozZnosti, jak sazenku vyplnit, je

13983 816. Chceme-li prvni cenu, je pfiznivy jev jeden jediny, pravdépodobnost je tedy

P(A)=1:13983 816~7.15-10". V ptipadé tfeti ceny (mame uhodnout &tyii &isla ze Sesti)
6 !

zjistime podet piiznivych jevii jako podet kombinaci, tedy |4l = [4) = ﬁ =15 atedy

P(A)=5:13983 816~3,58-107
NereSené tilohy:

1) Jaka je pravdépodobnost, ze pii vrhu tfemi mincemi padne
a) prave jeden lic  b) pravé na dvou mincich lic

2) V sacku je dvanact kulicek cervenych a osm modrych. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi
vytazeni péti kulicek jsou a) tii Cervené, dvé modré? b) dvé Cervené, tii modré? c¢) vSechny
cervené? d) vSechny modré?

3) Ze hry 32 karet bylo vytaZzeno pét karet. Jakd je pravdépodobnost. Jaka je
pravdépodobnost, Ze mezi nimi jsou a) ¢tyii esa? b)tiiesa? c¢) dvéesa? d) jedno eso?
e) zadné eso?

4) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii vrhu dvéma kostkami padne soucet pét nebo Sest?
5) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii vrhu tfemi kostkami nepadne soucet deset ani jedenact?

6) V tombole je sto losti a deset vyher. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon na jeden los
vyhrajeme, mame-li a) dva losy? b) tii losy? c¢) deset losti?
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7) Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné zvolené dvojciferné ¢islo
a) je délitelné tfinacti?
b) ma ciferny soucet vétsi nez patnact?

8) Pii zkousSce se ze tficeti otazek ndhodné vyberou tfi. Student se ptipravil na 70% otazek.
Jaka je pravdépodobnost, Ze student zodpovi pravé dvé otazky?

9) Ve vyrobené sérii padesati soucdstek je Sest zmetkii. Ndhodné bylo vybrano deset
soucastek. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi nimi jsou praveé dva zmetky?

Vysledky:

el [
R G R
Y Y ) o

7 1 o 27
a) 0,191 b) 0,273 ¢) 0,670 7) a) — b) — 8) — 9) 0,9144
) ) ) ) A D Y
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9.4. Uvod do statistiky

Statistika studuje tzv. hromadné jevy, tj. rizné jevy ptirodni, spolecenské a jiné, nikoli vSak
jednotlive, ale ve velkém poctu ptipadu. Tyto jevy lze riznym zplsobem kvantifikovat, a je
tak mozné studovat tzv. statisticka data. Jedna se napt. o pocet obyvatel statu, objem vyroby
podniku, pohyb velkého poctu molekul v plynu atd. Statistikou se bézné rozumi ziskavani,
zpracovavani a hodnoceni téchto dat. Statistika jako matematicka disciplina je pak védou
o metodach tohoto ziskavani, zpracovavani a hodnoceni.

Statistickym souborem nazyvame mnoZinu vSech objektl statistického zkoumani, kazdy jeji
prvek statistickou jednotkou nebo kratce jednotkou.. Pocet prvka této mnoziny nazyvame
rozsah souboru a zna¢ime vétSinou 7. Statisticky soubor, ktery obsahuje vSechny prvky
pfichazejici v dané situaci v uvahu, nazyvame zakladnim souborem. Tento soubor vSak
vétSinou neni mozné zpracovavat pro velky rozsah. Statisticka zjiStovani se tak vétSinou
provadéji jen na jeho jist¢é podmnoziné¢ - vybérovém souboru. Zikladnim statistickym
souborem tak muze byt napt. mnoZzina vSech obyvatel nasi republiky, vybérovym souborem
pak vhodné& vybrany ,,vzorek* o rozsahu napft. deset tisic.

Statisticky znak je vlastnost prvkl statistického souboru, kterd je pfedmétem statistického
zkoumani (napf. rychlost molekuly v plynu). Zpravidla se zna¢i x, konkrétni hodnoty tohoto
znaku pak x;;x,;...;x, .

1. Priklad: UvaZzujme mnozZinu Sesti lidi s t€lesnymi vySkami (v cm):164; 168; 170; 173;
179; 180. Statistickym znakem x je zde vyska clovéka, hodnoty tohoto znaku pak jsou
x, =164; x,=168; x, =170; x, =173; x;,=179; x, =180.

Cetnost hodnoty znaku: V praktickych Setienich se malokdy stava, ze kazda jednotka ma
jinou hodnotu znaku. Rozsah statistického souboru se vétSinou pohybuje ve stovkach nebo
1 v tisicich. Zkoumame-li napf. vySku dospélého clovéka, pohybuji se hodnoty znaku
v rozmezi feknéme 150—-210 cm, tj. pfi méfeni na celé centimetry asi Sedesat hodnot. Podle
ptihradkového principu tak musi nékolik lidi (Casto velmi mnoho) mit stejnou vysku. Pocet
hodnot znaku (oznaéme k) je tak mensi (nebo nanejvys roven) rozsahu statistického souboru,
ti. k<n. Pocet statistickych jednotek n,, jimz pfislusi stejnd hodnota znaku x, pro

J=12,...,k, se nazyva (absolutni) etnost hodnoty znaku x,. Podil absolutni etnosti n; a

rozsahu souboru n budeme znacit v, a nazyva se relativni ¢etnost hodnoty znaku x;. Plati

n,
—_ J b )4 3 v . 9 . I3 .
tedy v, = — (v praxi se tato hodnota ¢asto vyjadiuje v procentech - pak je tfeba ji ndsobit sty

procenty).

Soucet vSech Cetnosti je zfejmée rozsah souboru, tj.

k
MmN+ An, =) n=n

i=1

-

soucet vSech relativnich ¢etnosti je roven jedné:

k
ViV, oty =Zvi =1f.

i=1
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2. Priklad: Po dvou stech hodech hraci 3. Priklad: Bylo provedeno dvé sté hoda
kostkou byla sestavena tato tabulka: deviti mincemi a v jednotlivych hodech
pocitano, na kolika mincich padl rub

J X |y Vi v, V%
T 1 |35 0175 | 175 Jol x| v, v, V%
2 2 |33 0.165 16.5 110 0 0.000 0.0
3 3 |34 0.170 17.0 211 4 0.080 8.0
4 1 4 |31 0.155 15.5 312 | 22 0.110 11.0
5| 5 |33 0.165 | 165 413 | 42 0.210 21.0
6 | 6 |34 0.170 | 17.0 S| 4 4 0.270 27.0
6 | 5| 42 0.210 21.0
200 1009 100.0 716 | 24 0.120 12.0
V tabulce j ¢isluje hodnoty statistického 8 | 7 8 0.040 4.0
znaku, touto hodnotou x; je poCet bodi ) 8 4 0.020 2.0
v jednotlivych hodech, Cetnosti n, znaci 200 1.000 100.0

kolikrat dany pocet bodii padl, relativni

_ V tabulce je hodnotou x; je pocet rubi
Cetnosti v, pak podil na celkovém poctu

] . ) v jednotlivych hodech, Cetnosti n; znaci,
vysledkl, posledni sloupec tuto hodnotu

vyjadtuje v procentech. kolikrat v daném pokusu rub opravdu padl.

Skupinové rozdéleni ¢etnosti: Casto se stava, Ze rozsah statistického souboru je velky a také
pocet zjisténych hodnot znaku je znacny. Proto se blizké hodnoty statistického znaku sdruzuji
do skupin - tFid tvofenych obvykle intervaly. NejCastéji se voli intervaly stejné délky.
Ziskavame tak skupinové (intervalové) rozdeleni Cetnosti.

4. Priklad: Byly zméfeny vySky dvou set osob a rozdéleny do tiid podle nésledujici tabulky:

J Intervaly | stfed cetnosti
vysky

1 153-157 155 3
2 158-162 160 12
3 163-167 165 25
4 168-172 170 37
5 173-177 175 47
6 178-182 180 37
7 183-187 185 23
8 188-192 190 11
9 193-197 195 4
10 198-202 200 1

Rozsah souboru 200

Graficka znazornéni rozdéleni cetnosti: Na zaklad¢ tabulek Cetnosti 1ze rozdéleni Cetnosti
znazornit graficky. Na vodorovnou osu pfitom nandSime hodnoty statistického znaku resp.
intervaly tiid a na svislou osu Cetnosti, resp. relativni ¢etnosti. Nejéastéji pouzivana graficka
znazornéni jsou polygon a histogram. Na uvedenych obrazcich vlevo jsou znizornéna
rozdéleni Cetnosti z predchozich tii prikladii pouZzitim histogramu (sloupcového diagramu).
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Nahrazeni binomického rozdéleni

Histogram Setnosti - vyska postavy S s
rozdélenim normdalnim

Jde o mnozinu obdélnikd, jejichz jedna strana odpovida délce intervalu tiid (ta lezi na
vodorovné ose) a druhd pak cetnosti (lezi na svislé ose).

Statistické rozdéleni Cetnosti je pro fadu zkoumanych jevl charakteristické. Pfi opakovanych
hodech kostkou padaji vSechny mozné vysledky zhruba stejné ¢asto, sloupce histogramu jsou
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proto zhruba stejné vysoké. Takové rozd€leni nazyvame rozdéleni rovnomérné. Nejvyssi
1781 X, urcuji tzv. variacni rozpéti, tj. rozdil x,, —x,,, . Pii

hodu né¢kolika mincemi vidime vyrazny vrchol uprostfed a postupné snizovani sloupct ke
krajnim hodnotam. Lze ukdzat, ze Cetnosti jednotlivych znaki odpovidaji binomickym
koeficientim (viz kpt. 9.3.). Proto je takové rozdéleni nazyvano rozdélenim binomickym.

Takeé rozdé€leni vySek postav pii spravné provedeném statistickém vybéru ma toto rozdé€leni.

Pokud bychom méli k dispozici nekonecny statisticky soubor s nekone¢né¢ mnoha hodnotami
statistického znaku, mohli bychom znézornit jeho rozdéleni ,,plynulou® (spojitou) kiivkou.
U rovnomérného rozdéleni by to byla vodorovna usecka, binomické rozdéleni by pieslo
v rozdéleni normalni, které je charakterizovino Gaussovou KkrFivkou (viz pfedchozi
obrazek).

Statistické charakteristiky: jsou Ccisla, kterd podavaji stru¢nou souhrnnou informaci
o statistickém souboru.

Aritmeticky pramér: x hodnot X5 X,5...;x, je podil souctu téchto hodnot a jejich poctu:

5. Priklad: Student dostal za pololeti z matematiky tyto znamky: 2,2,1,4,2.4,3,1,5. Uréeme
jeho ,,primérnou‘ znamku.

ReSeni: zdeje n=9;x,=2; x,=2; x,=1; x, =4; x,=2; x, =4; x,=3; x,=1; x, =5.Je
tedy:

}lex,. :é(2+2+1+4+2+4+3+1+5):%4z2,67.
niq

Pokud by tedy ucitel pouzil tuto charakteristiku k celkovému hodnoceni, zaslouzil by student
z matematiky trojku. Dobry ucitel vSak vi, Ze takové hodnoceni je mnohdy oSidné.

6. Priklad: Student mé& z matematiky znamky 1,1,2,1,1 a z fyziky 3,3. Ur¢eme jeho
Lprumérnou‘ znamku z téchto predmétu.
ReSeni: Protoze n=7; x=l;x,=1;x,=2;x,=1; x;,=1; x, =3; x, =3, je:

12

- 1 1
x=—>» x,=—(1+1+2+1+1+3+3)=—=1,71.
n,Z:l:' 7( ) 7

Poznamka: VSimnéte si, Ze jsme tento piiklad fesSili upln¢ stejné jako predesly - je uplné
jedno, zda tu ¢i onu znamku dostal student z matematiky ¢i fyziky.

Pozor na ,klasické“ chybné reSeni: Prim¢r zndmek z matematiky je 1,2, primér znamek
1,2+3

z fyziky 3. Primérnd znamka je =2,1. Tento ,primér z priméri“ je roven

aritmetickému priméru pouze v piipade, Ze z obou pfedmétid dostal student stejny pocet
znamek.

VazZeny aritmeticky primér: x hodnot x;x,;...;x,, kterym jsou pfifazena postupné cisla

V3 Vy5..;v, >0 (vahy hodnot) je podil
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7. Priklad: Vratme se k piikladu 5 a spocitejme primérnou zndmku za ptedpokladu, ze
z udélenych znamek je jedna dvojka a jedna jednicka ze Ctvrtletnich pisemnych praci, které

NS4

ucitel pokladd za Ctyfikrat zavaznéjSi, nez ostatni znamky (ty jsou naptiklad
z destiminutovych testl).

ReSeni: Opétje n=9;x,=2; x,=2; x;=1; x,=4; x,=2; x,=4; x,=3; x,=1; x,=5;
nyni musime ovSem pfifadit vahy: desetiminutovkam napf. jednicku, ¢tvrtletnim pracem pak
ctverku, tjo v, =v, =v, =v, =1, vy =4; v, =v, =1; v, =4; v, =1 a pocitat vazeny primér:

v v+ +vx,  1-241-241-1+1-4+4-2+1-4+41-3+4-1+1.5 33 _
v +V, oty I+1+14+1+4+1+1+4+1 15

x= 2,2

a student si najednou zaslouzi dvojku.

8. Priklad: Vratme se k pifikladu 6. V poznamce za nim jsme konstatovali, Ze primér znamek
z matematiky je 1.2, primér znamek z fyziky je 3. Zaroven jsme ukazali, Ze prosty ,,primér
z téchto praméera* neni aritmetickym pramérem znadmek z matematiky a fyziky. Piesto lze
tyto praméry k vypoctu pouzit - musime vSak pracovat s jejich primérem vdzenym: vime, Ze
primér 1.2 je priumérem z péti zndmek, primér 3 vznikl ze dvou znamek. Povazujme
priméry za hodnoty znaku, tj. x, =1.2; x, =3, k témto hodnotam piitadme véhy v, =5;
v, =2 avypoltéme vazeny pramer:

TNt 1.2-5+3-2 12 _

v, +V, 5+2 7

Tento praumér souhlasi s primérem zjisténym v pi. 6.

L7

9. Priklad: Vratme se k ptikladu 5. I tento ptiklad Ize feSit vaZenym primérem. Hodnotami
znaku jsou jednotlivé zndmky:x, =1; x, =2; x;, =3; x, =4; x, =5; vahami pak jejich
Cetnosti: n, =2;n,=3;n,=1;n,=2; ng=1.Jetedy

X+ X, + X+ X, ++ngxg  2-1+3-2+1-3+2-4+1-5 24

x= = ="1%2,67.
n +n,+n, +n, +n 2+34+1+2+1 9

Modus Mod(x) hodnot x;;x,;...;x, je hodnota x; znaku x, ktera ma nejvySsi Cetnost.
Median Med(x) hodnot x;x,;...;x,, kde x, <x, <..<x,,je

a) hodnota x, ,, pro n liché,
2

X, + X,
—+1

b) hodnota ETz pro n sudé.

Medianem souboru hodnot uspotfddanych podle velikosti je tedy pro lichy pocet hodnot
hodnota prostiedni, pro sudy pocet hodnot pak aritmeticky praimér dvou prostfednich hodnot.

9. Priklad: Urceme aritmeticky primér, modus a medidn soubort z ptiklada 2, 3, 4.
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ReSeni: Aritmeticky primér zjistime ve vSech piipadech vazenim:

|
1P

) X 35.1433.2434-3+31-4+33-5+34-6 696
pf.2.. x=-= = = =3,48
S 35+33+34+31+33+34 200
t=ll
9
- ;”fx" 0-044-1422-24+42-3+54-4+42-5+24-6+8-7+4-8 832
pi.3..x=-= = = =4,16
Z”- 0+4+22+42+54+42+24+8+4 200

~3-155+12-160+25-165+37-170+47-175+37-180+23-185+11-190+4-195+1-200
3+12+25+37+47+37+23+11+4+1

:35 010 175,05
200

Modus je hodnota znaku s nejvyssi Cetnosti, tj.: pt. 2.: Mod(x)=1; pt.3.: Mod(x)=4;
pt.5.: Mod(x)=175.

Median: Rozsah vSech souborti je 200 vSechny méame usporadany podle hodnoty znaku.

. o +
Medianem je tedy ve vSech piipadech hodnota Fioo T Hor 5 aill

pf. 2.: Soucet prvnich dvou Cetnosti je n, +n, =68; prvnich tii n, +n, + n, =102. Hodnoty
X005 %0, 1€Z1 tedy ve tfetim intervalu, ob€ jsou rovny tfem, i jejich aritmeticky primér je tedy
roven tiem. To znamena, ze Med(x)=3.

pf. 3.: Analogicky mame: n,+n, +n,+n, =68; n,+n +n,+n,+n, =112. Hodnoty
X005 %0, 1€Zi tedy v intervalu €. 5, ob€ jsou rovny Ctyfem, 1 jejich aritmeticky pramér je tedy
roven Ctyfem. To znamena, ze Med(x)=4.

pf. 4.. Za hodnoty budeme brat stfedy intervall. Dale je n +n,+n,+n, =77;
n, +n, +n, +n, +n; =124 . Hodnoty x,,,;x,, lezi tedy v intervalu ¢. 5, ob€ jsou rovny ¢islu
175, 1jejich aritmeticky primér je tedy roven 175. To znamena, ze Med(x)=175.

Shriime vysledky pfedchoziho ptikladu:
Hody kostkou maji pfiblizn¢ rovnomérné rozdéleni, x=3,48; Mod(x)=1; Med(x)=3.
U tohoto rozdéleni je modus nevhodnou charakteristikou — nejvyssi ¢etnost miize mit nahodné

kterakoliv hodnota. Aritmeticky pramér je vhodny — pohybuje se v blizkosti stfedu varia¢niho
rozpéti, rovnéz tak median.

Hody nékolika mincemi maji pifiblizné¢ binomické rozdéleni, u hodi osmi mincemi je
x=4,16; Mod(x)=4; Med(x)=4. Vsechny tyto charakteristiky jsou vhodné nejen pro toto
rozdéleni, ale pro kazdé rozdéleni, které je pfiblizn€¢ symetrické a ma vyraznéj$i maximum.

Tyto charakteristiky se pak nachdzeji pomérné blizko tohoto maxima. V tomto piipade
signalizuji, ze pfi hodu osmi mincemi je nejpravdépodobnéjsi vysledek ctyfikrat rub a
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Ctyfikrat lic (na téchto charakteristikdch je dokonce zalozena tzv. statistickd definice
pravdépodobnosti).

Rozdéleni télesnych vysek cloveéka - stejné jako dalSich znakl souvisejicich s télesnymi
dispozicemi (vaha, méfitelné sportovni vykony apod.) je opét piiblizn¢ binomické a plati
tudiz totéz, co v predchozim odstavci. V nasem konkrétnim ptipadé hodnoty x=175,05;
Mod(x) =175; Med(x) =175 opét signalizuji, ze vybereme-li z naSeho vzorku nahodné
jednoho ¢loveka, pak nejveétsi pravdépodobnost ma vyska 175 cm .

10. Priklad: Platy dvou set ucitelll na patnacti Skolach jsou dany nasledujici tabulkou:

stfed int.| 11 000| 12 000| 13 000| 14 000{15 000 - 22 000 | 23 000| 24 000{ 25 000| 26 000
cetnost 51 76 47 1 0 1 3 11 10

Stanovme aritmeticky primér, modus a median.
Reseni:
Soubor o rozsahu dvé sté€ je rozdélen do osmi tiid s nenulovymi Cetnostmi, je tedy

8
Z X,
=1 _

i=

=i
Z”i
i=1
_ 51-11000 +76-12000 +47-13000 +1-14000 +1-23000 + 3 - 24000 +11- 25000 +10 - 26000
200

_ 2728000 13640

Modus je roven hodnoté nejpocetnéjsi tiidy, tj. Mod(x) =12 000, medidn je opét roven
aritmetickému praméru platt stého a sté¢ho prvniho ucitele, tj. Med(x) =12 000.

11. Priklad: V predchozim piikladé se vyrazné lisi platy pétadvaceti ucitelti. Predpokladejme,
ze Ctyti uclitelé z nejvyssi platové tfidy byli povéfeni mimotadné slozitymi ukoly, feknéme
v souvislosti s akci internet do Skol a Ze jejich plat vzrostl na 72 000 K¢. Zopakujme
ptedchozi vypocet.

Reseni: Ctyfem ucitelim byl zvysen plat o 72 000 —26 000 = 46 000, celkova vyplacena
suma tedy vzrostla o 4-(72 000—26 000)=4-46 000= 184 000. Je tedy

_ 2728 000+184 000
200

=14 560

= |

Modus a median se nezménily, tj. Mod(x) =12 000; Med(x)=12 000.

Vidime, ze zména platu u Ctyf ucitelt (a to ani znacné velkd) neméla vliv na modus a median.
Statistické charakteristiky nas maji informovat globalné o celém souboru. Modus a median
skute¢né ,,nenaletély* na trik s pfidanim ¢tyfem jedincim. Aritmeticky primér vSak vyrostl
témert o tisicovku a nevypovida viibec o nicem. Proc¢? Modus jiz ze své definice informuje o
tom, jaky plat je v nasSi skupiné nejpravdépodobnéjsi, median zase vybird ,,prostiedniho®
ucitele. Zména nékolika mélo hodnot specidlné medidn nemulze nikdy vyraznéji ovlivnit.
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Modus je také vétSinou malo citlivy na ,,kosmetické zmény*. Vyjimku tvofi napfi. ptiblizné
rovnomeérné rozdéleni (viz pt. 2, kde staci dva dalsi hody, pfi nichz ndhodou padne Sestka).

70 |
60 -
501

40 -
prismérny plat

30
20+

10 - A_H“

[

10 20 30 40 50 60 70 (tis)
statistika v rukou diletantii

V ptedchozich ptikladech jsme konstatovali,
ze aritmeticky primér je pouzitelny na
rozdeleni, které je alesponn pfiblizné
symetrické s vyraznéjSim maximem (které
musi byt tudiz zhruba uprostied rozpéti). Na
pfipojeném obrazku vidime histogram
rozd€leni plati z pt. 11. Toto rozdéleni je
naopak extrémné nesymetrické s vyraznym
maximem u spodni hranice platt. V prikladu
10 se v blizkosti priméru pohyboval ze dvou
set ulitelil jeden jediny. Pfiddnim cCtyfem
ucitelim ze dvou set v ptikladu 11 stoupl
celkovy primér témét o tisic korun a tento
fantasmagoricky plat nepobird uz vibec
nikdo. AZ na nékolik Stastnych jedinct se
vsichni se svymi pfijmy nachdzeji podstatné

niz. V praktickych pifipadech sice neni vétSinou situace tak extrémni jako v naSich
modelovych ptikladech, specialné u mezd je vsak toto rozdéleni dosti typickeé.

Ve vSeobecném povédomi je zakofenén nazor, Ze aritmeticky primér je hodnota, kterou ma
vétSina prvki statistického souboru - napf. prumérny plat je plat, ktery ma vétSina
pracovniku. Pfedchozi piiklady vSak ukazaly, Ze tento nazor je hluboce mylny. Muze byt
dokonce zneuzit k manipulaci s vefejnym minénim. Ufednik zodpovédny za platy ve $kostvi
muze prohlésit, ze plat vzrostl primérné o 920,-- K& Méné informovany obcan si tuto
informaci dokonce ochotné¢ a téméf automaticky pielozi ve vétu ,,vSichni ucitelé dostali
pfidano 920,-- K¢*“. Pfitom ¢astka 920,-- K¢ je jen ndhodné seskupenti ¢islic a pojem ,,pfidani*
je zde stejné absurdni jako priimér sam.

NereSené tlohy:

1) U Sesti ,,stejnych strojnich soucésti byly zméfemy hmotnosti v kg: 11,5; 12,2; 12,4; 12,2;
11,8; 11,9. Urcete a) aritmeticky primér b) median.

2) ,,Stejné* strojni soucastky byly rozdéleny podle své délky do osmi tiid:

Stied intervalu (cm)

7,345

7,445

7,545

7,645 | 7,745 | 7,845 ] 7,945 | 8,045

cetnost

1

1

1

11 17 9 3 1

Urcete a) aritmeticky primér b) median c¢) modus.

3) Ptijmy jisté skupiny obyvatel jsou dany tabulkou:

stied intervalu | 8 000

9000

10 000

11 000

12 000|13 00014 000 (15 000|16 000

cetnost 126

112

98

95

101 42 35 24 10

Urcete a) aritmeticky primér b) medidn ¢) modus.

Vysledky:

1) a) 120 b) 120.5 2) a) 7.740 b) 7.745 ¢) 7.745 3)a) 10589 b) 10000 c) 8 000.
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